Slady

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze nieciggta nieograniczona funkcja loglog (e + \?ll) nalezy
do przestrzeni W/22(R).

Wskazéwka. Wystarczy sprawdzié¢, ze posiada przedtuzenie do funkcji z W12(R?)
(zreszta zadane tym samym wzorem).

Zadanie 2. Przyjmijmy 1 < p < 0o, a > 1 i okre$lmy obszar
Q={(z,y) eR*:0<w <1, 0<y<a*}

oraz funkcje
u: Q — R, u(z,y) =z (1<p< O‘Tfl)

Sprawdzi¢, ze u € WP(Q), ale jesli 3 jest dostatecznie blisko anl, to u nie posiada

przedtuzenia do funkcji w WP (R?).
Wskazowka. Osobno rozwazy¢ przypadki 1 <p <2, p=2, p > 2.

Zadanie 3. Zdefiniowa¢ liniowy ograniczony operator przedtuzania funkcji u € C*(R™)
do w € C*(R) (i w rezultacie réwniez WH*P(R*) — WHP(R), podobnie w wyzszych
wymiarach).

Wskazéwka. Dla x > 0 przyja¢ u(x) = apu(—) + ... + apu(—27%r) z odpowiednio
dobranymi wspotczynnikami ayg, . . ., .

Zadanie 4. Pokazac¢, ze jesli (2 ma dostatecznie gladki brzeg, to funkcje gtadkie az
do brzegu C*(Q) (czyli obcigcia funkeji gladkich na troche wigkszym obszarze) sa
geste w WhP(Q).

Wskazéwka. Skorzystaé z przedtuzania do W*»(R™).

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze jesli u € W*L(R"), a L C R" jest hiperplaszczyzna, to
try u nalezy do Wh1(L) oraz zachodzi zgodnoéé pochodnych kierunkowych

D, trpu = try D,u dlav e L.

Zadanie 6. Wykaza¢, ze W™!(R") wklada si¢ w sposéb ciggly w Cy(R™).
Wskazowka. Iteracyjnie stosujac wlasnos$c z poprzedniego zadania, zada¢ ciagty funk-
cjonal ewaluacji u — u(x).



Zadanie 7. Niech 2 C R” bedzie dostatecznie gtadkim obszarem ograniczonym.
Wykaza¢ wzoér na catkowanie przez czesci

/ udivg0+/ Vu-p= / wp - dlau € WH(Q), ¢ € C=(9Q),

) Q o9

gdzie wyraz brzegowy rozumiemy w sensie $ladu.

Zadanie 8. Wykaza¢, ze jesli u € WHH(RY) i v € WH(R™), to funkcja w zadana

wzorem
w(z) = u(z) dlazeR7Y,
v(r) dlaxeR"

nalezy do Wh1(R") wtedy i tylko wtedy, gdy u = v na R,,_; x {0} w sensie §ladu.

Zadanie 9. Wykazaé, ze jedli funkcja u € WHP(R") zeruje sie na polprzestrzeni
R? = {z, <0}, to lezy w domknieciu funkcji klasy C°(R?).

Wskazowka. Najpierw wykaza¢ te sama teze przy mocniejszym zaltozeniu zerowania
sie na {x, < 2¢}, a nastepnie skorzystaé z ciagtosci odwzorowania

R" 3 v+ u(- —v) € WHP(R").

Zadanie 10. (charakteryzacja W,"(Q)) Wykazaé, ze jesli Q jest dostatecznie gtad-
kim obszarem ograniczonym, to nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) u € WyP(Q), czyli u lezy w domknieciu funkeji klasy C°(€);

(2) funkcja

v Ju(z) dlaxeQ,
U= " dare¢a

nalezy do WhP(R");
(3) slad u jest funkcja zerowa.

Zadanie 11. Wykazac, ze dla dostatecznie gtadkiego obszaru €2 $lad mozna wyliczy¢
poprzez Srednie:

tru(z) = 1{1}) B (0 u(y) dy dla H" *-p.w. z € 99.



Uwaga. Zeby sie nie przemeczaé, rozwazy¢ wylgcznie u € WUH(R?Y) i érednie po
kostkach (zamiast po kulach). Wykazaé, ze

1
tru(y) dH" " (y) - | W< [Vl dy.
][Qr(m)ﬂaﬂ rU(y) <y) QT(I)mQu(y) y| ~ pn—l QT(:E)OQ’ U(y)‘ Yy

Zadanie 12. Poniewaz operacja u — u jest dobrze okreslona zaréwno na W1?(Q)
jak i LP(092), dodatnia czesé sladu mozna zdefiniowaé jako tru, lub (tru),. Pokazaé,
ze te dwie funkcje sg identyczne.



